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Carlo Felice Manara
 

PROGRAMMI DI DECISIONE 
IN CONDIZIONI DI INCERTEZZA 2 
Esperienze e proposte 
di didattica matematica. 11 

I. Proseguiamo la esposlZlone che abbiamo iniziato su 
questa stessa rivista (cfr. Didattica delle Scienze, n. 76, 
maggio 1978) dei principi del calcolo delle probabilità 
secondo la impostazione che abbiamo convenuto di chia­
mare «soggettiva ». Precisamente intendiamo verificare 
che in questa concezione è possibile ottenere i risultati 
classici del calcolo delle probabilità, secondo la impo­
stazione che viene detta «oggettiva» e in particolare 
le formule che danno le probabilità «totali» e «com­
poste »; in più è possibile in modo coerente e semplice 
sfruttare il calcolo delle probabilità come una teoria che 
permette di programmare in modo ottimale le decisioni 
umane in ~ondizioni di incertezza, tenendo conto delle 
informazioni che sono fornite dall'esperienza. 

2. Per lo scopo che ci prefiggiamo, riassumiamo bre· 
vemente i punti fondamentali che abbiamo presentato 
nell'articolo citato sJpra; in sostanza, considerato un 
evento aleatorio E e due soggetti che chiameremo A e B, 
abbiamo schematizzato il contratto aleatorio nel modo 
seguente: A versa la somma di denaro a, B la somma 
di denaro b, con la convenzione che, se l'evento E si ve­
rifica, A ritira la propria posta e quella dell'avversario, 
cioè la somma (a+b); se l'evento E non si verifica, cioè 
se si verifica l'evento « non·E» (simboleggiato con E). 
B ritira la propria posti e quella dell'avversario, cioè an­
cora una volla la somma (a+b); in queste condizioni si 
dirà che il soggetto A attribuisce all'evento E la proba· 
bilità p=' a/(a+b) e che il soggetto B attribuisce al­
l'evento «non-E» la probabilità q =' I - P =' b/(a+b). 
Queste stesse cose vengono anche presentate in altro ma-­
do (del tutto equivalente rispetto al significato ed alla 
logica) dicendo che il soggetto A attribuisce la probabi­
lità p all'evento E se è disposto a pagare subito la som­
ma pS di denaro contro la promessa di riscuotere la 
somma S se l'evento E si verifica. Pertanto in questa con­
cezione la probabilità di un evento aleatorio E è consi· 
derata esclusivamente in relazione ad un determinato sog· 
getto umano, e traduce il giudizio che tale soggetto emet­
te in relazione a certi comportamenti economici; nello 
schema che abbiamo presentato questi si traducono nel 
pagamento o nella riscossione di .determinate somme di 
denaro. Ma si possono pr...entare altri casi, come abbia­
mo detto parlando della assicurazione sulla vita. 
'L'attribuzione da parte di un soggetto di una determina­
ta probabilità ad un determinato evento è fatta dipende­
re da un «principio di coerenza» che potrebbe essere 
l'nunciato nel modo seguente: un soggetto A, il quale 

stipula un certo contratto aleatorio (scommessa) in re­
lazione ad un determinato evento E, è tenuto ad accet· 
tare tutte le scommesse che gli vengono offerte in rela­
zione all'evento stesso (o ana sua negazione) in modo 
tale che, quale che sia il sistema di scommesse conside­
l'ato, nessuno (né il soggetto né gli avversari) sia sicuro 
di vincere o di perdere. 
Abbiamo anche fatto vedere che questo principio di coe­
renza conduce il soggetto A, che attribuisce la probabi­
lità p all'evento E, ad attribuire la probabilità q = I - P 
all'evento « non-E ». Questa dimostrazione è solo un 
caso particolare della proposizione che dimostreremo su­
bito e che viene tradizionalmente chiamata «teorema 
delle probabilità totali ». 

3. Per presentare il teorema delle probabilità totali nel­
la sua forma più semplice pensiamo sia conveniente (an~ 

che se non strettamente necessario) adottpre le notazioni 
della logica simbolica ed il relativo vocabolario. Del 
resto tali simJjoli sono adottati anche nell'algebra di 
Boole dei sottoinsiemi di un insieme e quindi la loro 
utilizzazione anche nel campo del calcolo delle probabi­
lità può fornire utili occasioni al docente per un richia­
mo a teorie e simbolismi che forse alcuni discenti pen­
sano confinati a certi campi della matematica, senza al­
cuna possibile applicazione al di fuori di questi campi. 
Secondo tale vocabolario e tale simbolismo, accanto a 
due eventi E ed E' si possono considerare altri due even­
ti che vengono tradizionalmente indicati come «somma 
logica» e « prodotto logico» di E e di E'. Vale la pena 
di ricordare che queste denominazioni tradizionali risal~ 

gana al periodo della nascita dell'algebra di Boo1e ed ai 
simboli che questo matematico adottò per presentare le 
sue ricerche. 
L'evento « SOmma logica» di E ed E' viene indicato col 
simbolo « E U E' »; si considera che tale evento si ve­
rifichi se si verifica uno almeno dei due, E oppure E'; 
non si esclude a priori che possano verificarsi entrambi. 
L'evento «prodotto logico» viene iildicato col simbolo 
«E n E' »; si considera che tale evento si verifichi se si 
verificano entrambi i due, E ed E'. Può avvenire che sia 
impossibile che i due eventi si verifichino entrambi: si 
dice allora che i due eventi sono incompatibili, ovvero 
che si escludono a vicenda e si scrive simbolicamente: 
E n E' = 0. 
Per gli eventi composti che abbiamo presentato valgono 
alcune proprietà ovvie, che ci limitiamo a ricordare e 
che costituiscono le proprietà formali iniziali dell'alge­
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bra di Boole e delle sue operazioni: si ha infatti 
E U E' = E' U E; ed inoltre E n E' = E' n E. Que­
ste formule esprimono simbolicamente certe proprietà che 
potrebbero essere espresse con parole dicendo che l'even­
to somma logica e l'evento prodotto logico di due eventi 
E ed E' non dipendono dall'ordine nel quale i due E 
ed E' vengono presi in considerazione. 
Valgono inoltre per gli eventi considerati le classiche 
leggi della logica, che vengono chiamate leggi di De 
Morgan e che si esprimono con le fonnule classiche 

EUE'=EnE' E n E' = E U E'. 

4. Ciò che abbiamo brevemente ricordato permette di 
procedere speditamente alla esposizione che abbiamo in 
programma. Per ragioni di uniformità e di completezza 
riprendiamo in considerazione ciò che abbiamo esposto 
superficialmente nel precedente articolo, e cioè il caso 
di un solo evento E; e facciamo vedere che il principio 
di coerenza obbliga il med~imo .oggetto A ad attribui· 
re ai due eventi: E e E due probabilità p e q 
tali che si abbia p + q = I. Consideriamo infatti la 
5C(Vllmessa sull'evento E, al quale il soggetto A attri­
buisce lo probabilità p, contro la probabilità q che allo 
stesso evento è attribuita d!',l suo avversario B; suppo­
niamo poi che all'evento E il soggetto A attribuisca 
una probabilità q' contro la probabilità p' che gli è at­
tribuita dal soggetto B (o da un altro qualunque avvero 
sario impersonato da Bl. Si avrà quindi un insieme di 
poste e di vincite che sono riassunte nella tabella se­
guente: 

evento posta di A posta di B vincita 

E pS 'qS S 
•E q'S' p'S' S' 

Vogliamo dimostrare che condizione necessaria e sufficien· 
. te perché il principio di coerenza sia rispettato è che 
si abbia 

(I) q' = q ossia p+q'=1. 

Invero se lo (l) non è rispettata, si può escogitare un 
sistema di scommesse in cui uno degli avversari è sicu­
ro di vincere o di perdere. Sia infatti 

q' > l-p ossia p+q'>l. 

In questo caso, il sistema di scommesse in cui è S = S' 
porta ad una situazione in cui A perde di sicuro: egli 
infatti deve pagare le poste: pS + q'S' = (p + q') S e 
vince al massimo S; la situazione inversa si ha nel caso 
incuièp+q' < l. 
Viceversa si ha che se la (I) è rispettata nessuno (né A 
né i suoi avversari) è sicuro di vincere o di perdere. Sup­
poniamo infatti che si abbia per esempio S ~ S'; in 
questo caso, in base alla (I), si dimostra facilmente che è 

S = (p + q') S ~ pS + q'S' ~ (p + q') S' = S'; 

in altre parole, la posta pagata da A, data da pS + q'S' 
non supera il maggiore e non è minore del minore dei 

due numeri S ed S', che rappresentano le due vincite 
nei casi in cui si verifichi rispettivamente E oppure E. 
Con considerazioni soltanto di poco più generali di quel­
le esposte or ora si giunge facilmente ana determinazio­
ne della probabilità dell'evento E U E' nel caso più 
semplice, che è quello in cui i due eventi E ed E' siano 
incompatibili, cioè si abbia E n E' = 0. 
Osserviamo infatti che i tre eventi E, E' , E U E' 
si escludono a due a due, e che almeno uno di essi deve 
verificarsi. Indichiamo con p, p' , q'" le probabilità 
che il soggetto A attribuisce a questi tre eventi e con 
S. S', S" rispettivamente le vincite in ciascuna delle 
scommesse rappresentate nella tabella seguente:

• 
evento posta di A posta di B vincita 

E pS qS S 

E' p'S' q'S' S' 

EU E' q"SU pUS" S" 

Anche in questo caso, con ragionamento' perfettamente ana­
logo al precedente, si dimostra che la condizione necessa· 
ria e sufficiente perché il principio di coerenza sia rispet­
tato è che si abbia 

(2) p + p' + q" = I. 
Ma abbiamo fatto vedere precedentemente che, perché sia 
rispettato il principio di coerenza, occorre e basta che sia 

pU + q" = I 

e di qui e dalla (2) si trae 
J 

(3) IP" = P + p'. 

Questa formula fornisce dunque la probabilità che A deve 
attribuire all'evento E U E', somma logica di due éventi 
incompatibili, se vuole rispettare il principio di coerenza. 
Il risultato espresso dalla formula nelle ipotesi poste viene 
abitualmente chiamato" teorema delle probabilità totali ». 

5. Per approfondire l'analisi nell'ordine di idee che stia­
'mo adottando, occorre dire qualche cosa a proposito del 

concetto di " probabilità condizionata ». 
A tal fine osserviamo che spesso occorre considerare alcu­
ne circostanze in cui la valutazione della probabilità che 
un soggetto attribuisce ad un dato evento E può cambiare 
.con l'inforro'azione che il soggetto acquisisce. 
Consideriamo ora un evento aleatorio E e supponiamo 
che il giudizio di probabilità sull'avverarsi di E possa es· 
sere in qualche modo condizionato dall'informazione che 
si è verificato un evento H. 
Per esempio supponiamo che si estragga una carta a caso 
da un mazzo di 52 carte, ben mescolato. Supponiamo che 
l'evento E sul quale il soggetto A vuole formulare un giu­
dizio di probabilità sia ['estrazione dell'asso di picche. 
Consideriamo come evento H (condizione necessaria in ' 
questo caso) il fatto che sia estratta dal mazzo una carta 
nera. Supponiamo ora che il soggetto A, dopo l'estrazione 
della carta dal mazzo, non sia completamentne informato 
sulla carta stessa, ma soltanto sul colore della carta estrat· 
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ta. Appare chiaro allora che il giudizio di probabilità sul­
l'evento E del soggetto A cambia dopo questa informa­
zione,' ed è diverso da quello che egli dava prima del, 
l'estrazione. 
Diremo che questa probabilità è • condizionata» dalla 
estrazione di una carta nera. 
Abbiamo detto che il giudizio di probabilità che il. sogget­
to pronuncia sull'avverarsi dell'evento E può essere cam­
biato in seguito all'informazione del fatto che si è avve­
rato l'evento H. Non è detto che ciò debba necessaria­
mente avvenire; in generale quindi possiamo prendere in 
considerazione Ire giudizi di probabilità. 

a) Il giudizio di probabilità sull'avverarsi dell'evento H; 
tale giudizio viene espresso mediante un numero che in­
dicheremo con 

(4)	 p = p(H).
 
I
 

bI Il giudizio di probabilità che viene emesso a propo­
sito deU'anerarsi dell'evento E quando sia acquisita ('in­
formazione che l'evento H si è avverato. Tale giudizio 
si esprime con un numero p': 

(5) p' = p(EIH)·	 • 

Il simbolo. p(EIH) » viene chiamato simbolo di • proba. 
bilità condihonata ». 

c) Infine il- giudizio di probabilità sull'avverarsi del­

l'evento prodotto logico E nH.
 
La probabilità dell'evento E nH viene espressa da
 

(6) p" = p(E nH). 

11 problema di cui ci occuperemo è quello di stabilire 
la relazione che intercede tra i tre numeri p, P~. pOi, rela­
zione che dedurremo in base all'applicazione del crite· 
Tio di coerenza.
 
Osserviamo tuttavia anq~ra una volta che l'aver chiamato
 
il numero p(EiH) «probabilità di E condizionato da H» 
non vuole assolutamente significare che l'evento H sia 
cau~a dell'evento E oppure anche soltanto condizione ne­
cessaria per l'avverarsi di E. lnvero può avvenire che 
il giudizio di probabilità sull'avverarsi dell'evento E non 
sia cambiato dall'acquisizione dell'informazione del fatto 
che H si è avverato. 
In questo caso si ha che è 

(7) p(EIH) = p(E) 

ed i due eventi, E ed H vengono detti « indipendenti ». 
Può anche darsi che l'informazione sul fatto che l'even­
to E si è avverato possa influire sul giudizio di proba­
bilità che il soggetto emette a proposito dell'evento H. 
Ciò avviene anche nel nostro modo di ragionare abitua­

o le. Per esempio, consideriamo una certa regione dell'Ocea­
o no; ]'informazione sul fatto	 che ivi in un dato giorno 

vi sia stata una grandissima	 tempesta modifica il nostro 
. giudizio di probabilità sull'informazione che nello stes­

so giorno e nella stessa regione ci sia stato un naufragio. 
Ma reciprocamente la notizia che ivi in un certo giorno 
ci sia stato un naufragio modifica il nostro giudizio sulla 

probabilità dell'informazione che ivi nello stesso giorno 
ci sia stata una forte tempesta. . 
Nel caso che ci interessa la situazione potrebbe essere 
schematizzata in questo diagramma. 

q
o
I 

ti 

p 
q'

H AnE 

P" I 
HnE 

All'origine O il soggello deve dare due giudizi: il giu· 
dizio di probabilità sull'avverarsi dell'evento H, che si 
esprime con il valore p, ed il giudizio sull'avverarsi del­
l'evento E nH, che si esprime nel numero p". A partire 
dall'origine O si possono avere due informazioni: o che 
l'evento H è avvenuto oppure che l'e~nto H non è av­
venuto, cioè che è avvenuto l'evento H. 
In questa seconda ipotesi cessa di avere senso ogni ul­
teriore giudizio sugli eventi che ci interessano perché, ov­
viamente, H è condizione necessaria per l'avverarsi di 
E nH. Nell'ipotesi contraria, cioè nell'ipotesi che l'even­
to H sia avvenuto, vi è luogo ad esprimere un secondo 
giudizio di probabilità, a proposito dell'avverarsi oppu­
re no dell'évento E; in altre parole vi è luogo ad espri­
mer,,--il giudizio sull'evento H nE e sull'evento contrario 
HnE. 
Secondo lo schema che abbiamo ripetutamente adollalo, 
immaginiamo due giocatori A e B, i quali scommellono 
con le poste a e b rispettivamente sugli eventi H e H. 
Poniamo 

(8) a + b = S 

e nell'ipotesi del verificarsi dell'evento H il giocatore A 
ritira la somma S, nell'ipotesi dell'evento H il giocatore 
B ritira S. Indicando quindi con p e q i due numeri 
che traduco!!S' i giudizi di A e B rispettivamente sugli 
eventi H e H si avrà, in base ai ragionamenti svolti 

(9) p = 0/ S q = b / S. 

Supponiamo di aver acquisito l'informazione del fatto che 
l'evel)to H è avvenuto ed indichiamo con a' e b' rispet­
tivamente le somme che i due giocatori dopo questa in­
formazione, sono disposti a sc~metlere sull'avverarsi 
successivo degli eventi E o E rispettivamente; p0­
niamo 

(IO) a' + b' = S'; 

ed anche in questo caso si ha 

(11 ) p' = o'/S' q' = b'/S' 

con i patii analoghi a quelli del caso precedente. 
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Moltiplichiamo enlrambi i membri della (8) per S'; si ot­
tiene ovviamente, tenendo conto della (lO), 

(\2) ara' + b') + b S' = S S', 

(13) a a' + a b' + b S' = S S'. 

La (12) può essere interpretata nel modo seguente: il 
giocatore A è disposto a rischiare la somma aS' col patto 
di ritiran: la somma S S' se l'evento H si verifica; ma 
egli è anche disposto a rischiare parte di questa somma 
e precisatnenk la pane a a', col patto di ritirare la som­
ma 5 S' se si -ma l'even'o E nH. Pertanto si ha che 
il giudizio di probabilitll che egli emette su questo even­
to è dato da 

(14) p" = " ti / 5 S', 

e. tenendo conto delle (9) e (11) 

(15) p" = p p'. 

V'JCeYetSa si verifica che se la (1 S) è soddisfatta, non 
vi può essere certezza di vincere né per il giocatore né 
per il suo avversario. Infatti siano S, S', S" le somme di 
denaro che danno le vincite nei casi in cui si verifichi­
no rispettivamente gli eventi H, E subordinato ad H, 
ed infine H nE. Le scommeSSe corrispondenti portano del­
le spese che sono date rispettivamenle da pS, p'5', p"S". 
Come mostra anche lo schema che abbiamo presentato, 
gli eventi.-che possono verificarsi (incompatibili tra loro) 
sono: H, H nE, H nE. A questi corrispondono i 
guadagni seguenli: se si verifica 1;1: - pS - p"$' 
(tale guadagno è sempre non positivo e nel calcolo di 
esso si ti~ne conto della ~Iausola secondo la quale, se si 
veriflEa H. cade ovviamente la 5CO'"!J'H"SS! sugli eveoti 
H nE ed H nE e quindi lo .!C'JIIIIDeUÌtore ricupera 
.la somma p'S'); se si verifica H n E : S - (pS + p'S' + 
+ p"S"); se si verifica H nE : 5 + S' + S" - (pS + 
+ p'S' + p"S"). 
Indichiamo rispetrivamen~ con u, v, w tali guadagni; 
si fa vedere che se vale la (15), essi non possono essere 
tulti dello Slesso qDO: si ha infatti 

q u + pq' v + p p' w = S" (pp' - p") = O 

e quiDdi i tre addendi del primo membro non possono 
csw:re lUUi dello stesso segno. Si conclude quindi che 
la ft1idità della (15) è condizione sufficiente perché non 
yj sia sicurezza di vincere, quale che sia l'evento che si 
-ma. 
Ouato risultato potrebbe essere espresso con i simboli 
lIdotta'i poco fa con la formula 

(16) p(E nH) = p(H) p(EIHl 

Dalla (16) si trae in particolare la formula che lega le 
probabilità di due eventi indipendenti, tali cioè che valga 
la (7). Invero in questo caso la (16) dà in particolare la 

(17) p(E nH) = P(H) • p(E); 

essa traduce quella che viene cQiamata nelle traltazioni� 
classiche la proposizione (delta anche teorema) delle� 
«probabilità composte », che rìguarda appunto l'avverar­�
si di un evento «prodotto logico» di due altri, che sia­�
no indipendenti tra loro (cioè tali che l'avverarsi del­�
l'uno non influenzi l'avverarsi dell'altro) e l'avverarsi di� 
entrambi.� 
Ricordiamo ora ciò che abbiamo detto a proposito della� 
possibilità che l'informazione sul fatto che l'evento H 
è accaduto possa modificare il giudizio di probabilità sul­
l'accadere dell 'evenlo E; abbiamo osservato che si può 
ragionare in modo analogo anche sulla modifica del giu­
dizio di probabilità sull'accadi mento dell'evento H, quan­
do si sia acquisita la informazione che l'eveqto E è ac­
caduto.� 
Possiamo ora noiare che nel primo membro della (16)� 
figura l'evento «prodotto logico» E n H e che per tale� 
evento vale la proprietà commutativa.� 
Si può quindi scrivere. scambiando nel secondo membro� 
di (16) E ed H:� 

(18)� p(H) P(EIH) = p(E) p(HiE). 
J 

RECENSIONI 

Quarto Conl-'egno 5u/l'/nseg,namenlo della Matematica (Fer· 
rara, 23-24 aprile 1978). a cura di Sandra Giuntini, Edizioni 
dell'Unione ~alemalica Italiana, Bologoo 1978, pp. 134, 
prezzo non. indicato. 

Degli Atti di questo convegno - che continuano un servi· 
zio detrt:nione Matematica Italiana del quale già ci siamo 
occupati - ci limitiamo a presentGre l'indice. 

Elenco dei partecipanti; Introduzione al Convegno del PraC. 
Luigi Pepe (Istituto Matematico di Ferrara), del Praf. Anto· 
nio Rossi (Rettore dell'Università di ferrara), del Prof. Car­
Io Pucci (Presidente Unione Matematica Italiana). Problemi 
della scuola media: «Orari e programmi» - Relazione del 
PreC. C. Mammana; Introduzione al dibattito del Prof. Vi­
nicio Villani, Presidente della Commissione Italiana per Tln­
segna mento della Matematica. Interventi: Proff.: Busulini, 
Rossi A.M., Villani, Boero, Malesani, Morgantini, Valabre­
ga, Boero, Villani, Pucci, Boero, Montaldo, Boscia, Ferrari, 
Busulini, Rossi A.M., Morgantini, Valabrega, Boero~ «L'in­
segnamento scientifico ed il ruolo della matematica» - Rela­
zione del Prof. P. Boero. Interventi: ProtI.: Orkmdini, Pro­
Idi, Olivieri, Maracchia, Rossi A.M., Pellizzaro, Boero. Pro­
blemi della scuola secondaria superiore: «Sperimentazioni 
ed aggiornamento» - Relazione del Prof. V. Villani; proff.: 
Cannizzaro, Anselmi, Prodi. Orlandini, Zappa, Morgantini, 
Papini, Mobilio, Ferrari, Boero, Rossi A.M., Pirillo, Morelli. 
Appendice: Notizie sui contratti di didattica del CNR; Al­
legati alla relazione del Prof. P. Boero: 
Relazioni sull'attività svolta nell'ambito del Contratto CNR­
Università di Bari. Relazione� sull'attività svolta nell'ambito 
del Contratto CNR·Università di Cagliari. Relazione sulla 
attività svolta nell'ambito del Contratto CNR-Università di 
Genova. Relazione sull'attività svolta presso l'Istituto Re­
gionale di Psicopedagogia dell'Apprendimento della Regio­
ne Emilia-Romagna. Allegato alla relazione del Prof. V. Vil­
lani: «The Theachers' Centres» - a cura del Prof. F. E­
miliani. Relazione sull'avvio� del corso di aggiornamento: 
«Programmazione didattioo� nel settore naturalistico, con 
particolare riferimento ai fattori biologici e ai problemi di 
matematizzazione II< • a cura della Prof. A. Zappa. Relazione 

(continua a pago 22) 


